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Transformation und Bestimmung des dreifachen Integrals 
+ * x + $y + l z }dxdydz. 

Von Fraui Unfcrdinger, 

Lehrer der Mathematik ati der öffentlichen Oberrealschule am hohen Markt in Wien. 

(Vorgelegt in der Sitzung am 13. Jänner 1870.) 


§1. 

Betrachtet man x t y, % als rechtwinkelige Coordinaten eines 
Punktes M im Raume vom Ursprünge 0 , so bezeichnen die drei fol¬ 
genden Gleichungen, in welchen a, ß, y constante Zahlen sind 


Ur = 


(1) 

mit 

( 2 ) 


« p rsin 0]/p* — « 2 

P P 

ß P 


' S = i£+ _jyco.a+gg.insj. 

9 p Vf-A* p f 


* = 


7 V 


t _. ß cos 6-- sin 01, 

p Vp*-«*l P 1 


p = Va 2 + ß 2 -\- y z 


die Einführung eines neuen Coordinatensystems, dessen Elemente 
p, r, Q sind. 

Multiplicirt man dieselben der Ordnung nach mit a, ß, y und 
addirt, so zeigt sich nach kurzer Rechnung: 


(3) «#+ ßy+yz = pp> 

diese Gleichung bezeichnet eine Ebene im Abstand p vom Ursprung, 
deren Richtung durch die Constanten a, ß, y bestimmt wird. Für 
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alle Punkte in dieser Ebene hat p denselben Werth und der Fuß¬ 
punkt P dieser Senkrechten hat im System der xyz die Coordinaten: 




x n 


«p „ _ßp 

p ,% ~r 


71 


Werden die Gleichungen (1) quadrirt und dann addirt, so 
erhält man mit Anwendung der Gleichung (2) nach gehöriger Re- 
duction: 

(5) x % + y 2 + z 2 = p 2 + r *f 

diese Gleichung zeigt, daß das Dreieck OPM rechtwinkelig ist bei P 
und es ist PM — r; der Leitstrahl r liegt also in der Ebene (3) und 
bezeichnet die Entfernung des Punktes M vom Fußpunkt P der 
Senkrechten^. Wir wollen die letztere die Pollinie und P den 
Pol nennen. Werden r und p aus den Gleichungen (1) eliminirt, 
so folgt: 

( 6 ) 

(p 2 — a 2 ) cosö .#-|-(yp sinö—aßcosG) .y — (|3psin0-f-ay cosö) .z=Q, 

diese Gleichung bezeichnet nach x 7 y , z eine durch den Ursprung 0 
gehende Ebene, welche auf jener (3) senkrecht steht, dieselbe geht 
also durch die Pollinie p und r liegt im Durchschnitt der Ebenen (3) 
und (6). Für alle Punkte (xyz), welche in dieser Ebene liegen, hat 
6 denselben Werth. 

Bezeichnen X, p., v die 180° nicht übersteigenden Winkel, welche 
eine in 0 auf die Ebene (6) errichtete Senkrechte mit den positiven 
Halbaxen der x , y , z einschließt, so ist nach den Lehren der analyti¬ 
schen Geometrie: 


, cosA: 


]/p 2 — a 2 cos 6 


(COS/JL = 


COS V =*=- 


7 p sinö — aßcosö 

pVp 2 — a 2 

Ppsin ö -f" cos 0 


pVp*-< 


CO 
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Setzt man in der Gleichung (6) 0 = 0, so wird 

(8) (p 2 — a 2 )a?— aßy — ayz — 0 

und hierdurch ist diejenige Ebene bezeichnet, für deren sämmtliche 
Punkte im neuen Coordinatensystem 6 = 0 ist. 

Sind X 0 , fx 0 , v 0 die dieser Ebene (8) entsprechenden Werthe 
von X, /jl, v, so ist nach (7): 

Vp 

P 

aß 

p ]/p Ä — a z 
ay 
P 

und eine kurze Rechnung lehrt, daß 

cos X cos X 0 + cos pi cos pi 0 + cos v cos v 0 = cos 0; 

die beiden Ebenen (6) und (8), welche beide durch die Pollinie 
gehen, also auf jener (3) senkrecht stehen, schließen unter sich 
den Winkel 0 ein. Dieser Winkel ist gebildet von dem Leitstrahl r 
und der Durchschnittslinie der Ebenen (3) und (8). Wir wollen 
diese letztere Gerade die Po laxe nennen. Die Gleichungen der¬ 
selben im System der xyz sind: 

I ßy + l z = PP — 

qi P 2 — a* 

ßy+ 7*=—-—* 

a 

und man erkennt leicht, daß sie parallel ist zur Durchschnittslinie 
der Ebene (3) mit der Ebene der yz; denn die Gleichung der 
letzteren ist: 

ßy+ y* = pp 

und die gedachte Durchschnittslinie liegt in der Ebene (3). 


Vp 2 — « 2 
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Fig. i. 
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Alles Vorhergehende zusammengefaßt gibt nun folgende Con- 
struction der neuen Coordinaten p, r, ö: Bezeichnet M (Fig. 1) 
irgend einen Punkt des Raumes, welcher auf das neue Coordinaten- 
System bezogen werden soll, so lege man durch denselben die 
Ebene (3) ABC, deren Richtung durch die Constanten a, /3, 7 be¬ 
stimmt ist und fälle vom Ursprung 0 darauf eine Senkrechte OP, die 
Länge derselben ist p und der Fußpunkt P ist der Pol, PM=r ist 
der Leitstrahl. Zieht man nun durch P in der Ebene ABC eine 
Parallele PQ zum Durchschnitt derselben mit der Ebene der yz, so 
ist der Winkel MPQ = Q. Der quantitative Zusammenhang der 
Coordinaten p , r, ö mit den rechtwinkeligen x, y, z wird durch die 
Gleichungen ( 1 ) dargestellt. 

Aus den Gleichungen (1) folgt auch: 

<xp — px = rsindVp* — a*, 7 y — ß z = r cos 0 V p 2 — «*, 

mithin durch Division und Anwendung der Gleichung (3): 

( 11 ) t 

p iiy— i 3 *) 

womit 6 als Function der ursprünglichen Coordinaten dargestellt 
wird. Diese Gleichung in Verbindung mit den beiden folgenden: 
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\P- 


«v+ß y + 7 * 


( 12 ) 




geben überhaupt die Auflösung der Gleichungen (1) nach p, r, 0. 
Aus (11) erhält man nach kurzer Rechnung: 

_ ß(*y— ß^) + 7 (az — yx) 

V(p 1 —**) Käy — Wf+ («* — 7 ^)*+ ( 73 / — ß*) 2 } ’ 
p (7y — ftO 

V (p*—«*) {(« 2 / — /3#) 2 -f (a* — 7 a ?) 2 -f (7 y— /3z) 2 } 



Der Werth von tg 6 folgt auch aus der Gleichung ( 6 ) nach 
Division mit cos0, so daß also diese von jener (11) nicht wesentlich 
verschieden ist. 

§• 2 . 

Wir schreiten nach dieser Vorbereitung zur Transformation des 
folgenden dreifachen Integrals, in welchem F eine beliebige Function 
bezeichnet und die Grenzen noch offen gelassen werden: 


(14) 



+ % 2 , <xx + ßy + 7 z) dx dy dz. 


Führt man statt x, y, z drei neue Veränderliche p, r, 0 ein, im 
Sinne der Gleichungen (1), so ist bekanntlich dxdydz zu ersetzen 
durch QdpdrdQ, wobei nach Lag ränge: 


(IS) 

dxfdydz dydz\ dy(dz dx dzdx\ dz fdxdy dxdy\. 

dp\dx dd “ dQ di' J + dp [dr dQ ~ dQ dr J + ÄfpUr dQ “ dQ Tr J ’ 


nun geben die Gleichungen (1) nach einiger Rechnung: 
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(16) 


dp 

p 



l dx 

sin 6 J/p 2 - 

— a 2 


1 dr = 

P 

9 


1 dy 

kz — yx 

dx 

7 r 

\dr 

ßz—yy' 

dß~ 

ßz — yy’ 

j dz 

ßx — ay 

dx 
lh' + 

ßr 

Ydr = 

ßz — yy' 

ßz — yy' 

1 dx 

yy — ßz 



dd~ 

9 

P 



II 

*3 * 

1 Q - 

1 



dz 

ßx — ay 



\dd~ 

p 




und hiermit wird: 


(17) 


f dy dz 

dy dz 

ar 

l dr dd 

dQ dr 

p ’ 

J dz dx 

dzdx 

ßr 

j dr dQ 

dQdr 

9 

P 

1 dx dy 

dxdy 

y r 

\drdd~ 

"S 

S? 

^3 

9 

P 


(18) 


Q = r. 


Das dreifache Integrale (14) verwandelt sich durch die Ein¬ 
führung der neuen Variabelen p, r 9 Q in folgendes: 

(H) u= jJJ'FiP* + r% > PP)’ dprdrdd . 


§• 3. 

Damit u einen bestimmten Werth erhält, setzen wir fest, daß 
die drei Integrationen in (14) auf alle positiven und negativen 
Werthe von x, y 9 z erstreckt werden sollen, welche gleichzeitig die 
drei Bedingungen erfüllen: 
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e* < a?* -f- y* 4- ** < 1 
+ g 0 p < «a? + ßy + yz<g { p 

* ^ß(*y—ß*) + 7( a *—7* r ) ^ * 

’ Tüä—M <,t 

dann sind vermöge der Gleichungen (3), (5), (11) die Integrationen 
in (19) auf alle Werthe von p, r 9 Q zu erstrecken, welche zugleich 
den Bedingungen entsprechen: 

f £* < p 2 + < 1 » 

( 21 ) \±9o<P<9i’ 

( e o <0<e 1 , 

wenn zur Abkürzung gesetzt wird: 

(22) 9 0 = arc.tgf 0 , O^arc.tgfj. 

In geometrischer Auflassung heißt dieses, die Integrationen in 
(14) sind auf alle Punkte ( xyz ) auszudehnen, welche zwischen den 
beiden concentrischen Kugelflächen: 



(23) 


ja? 2 -f y 1 -f z 2 = 1, 

ja ' 2 y % -|- z 2 — e 2 


zwischen den beiden parallelen Ebenen: 

(24) j«a? + ß# + 7* = p > 

\<xx + ßy + yz= ±g 0 p 

und zwischen den beiden durch die Pollinie gehenden Ebenen: 

(25) p 2 — “ 2 ) x + (W*l— «ß) V ~ (ßp *l + « 7 ) *= 0 • 

((p 2 — «*) a? -f (vp^ 0 — aß) y — ( ßpt 0 + «7) * = 0 

enthalten sind. 

Dabei bezeichnen g t , g Q die Entfernungen der Parallelebenen (24) 
vom Ursprung 0, welcher der Mittelpunkt der Kugeln (23) ist und 
da wir voraussetzen 


(26) 0 < s < 1, 

so liegt die zweite Grenzkugel im Innern der ersten. 

Für das untere Vorzeichen in (24) liegen die Parallelebenen 
auf entgegengesetzter Seite des Mittelpunktes 0. 
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Um entsprechend diesen Bedingungen die Integrationsgrenzen 
für das Integrale (19) zu bestimmen, unterscheiden wir drei Fälle, 
je nachdem: 


(27) 


iJo < i > 9i< i > {9 0 < 1 > 9i< i ’ (.9o < 1 > 9i< i > 
9o < £ - 9i < s > (9o < 9i> s > l9o > s > 9t > e - 


Im ersten Fall schneiden die Parallelebenen (24) beide Kugel¬ 
flächen, die Werthe von p in (21) sind in ihrem ganzen Intervall 
kleiner als £ und die erste Bedingung in (21), welche auch so 
geschrieben werden kann: 


(28) 


Ve 2 — p z <r< V\ —p 2 , 


ist immer nach r reel erfüllbar; man hat daher, da die Integration 
nach 6 unmittelbar ausführbar ist: 

(29) u = (ß 1 — ö 0 ) J 3 'JE (p 2 + r 2 , PP) dp r dr. 

±#0 Vs'—J) 2 

Im zweiten Falle schneidet die zweite Parallelebene (24) beide 
Kugelflächen, die erste aber schneidet nur die äußere Kugel. Dem 
entsprechend theilen wir das Intervall für p in (21) in: 

±go<p<* und s<p<g 19 

im ersten Intervall ist die allgemeine Grenzbedingung (28) für r 
durchaus reel erfüllbar, man hat daher wieder 


Ve* — p*<r< Vl —p 2 ; 


im zweiten Intervall hingegen ist V — p 2 beständig imaginär, daher 
sind die reelen Grenzen für r: 

0<r <Vi — p\ 

welche auch die allgemeine Grenzbedingung (21) erfüllen, denn 
hieraus folgt: 

p 1 < p % + 1' 2 < 1 * um so mehr e* < p 2 -f- r 2 < 1. 

Hiernach wird mit Integration nach 0: 
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/*« /> V 1—p 2 pg, /»ri—p 2 

( e i — e o) {j J F (P *+ >’ 2 . pp)dprdr+J J F(p t -\-r t , pp)dprdr\ 


(30) 


Vi— p 2 


dh 9q j/s 2 — p z 


worin das untere Zeichen zu nehmen ist, wenn die Parallelebenen (24) 
den Kugelmittelpunkt zwischen sich enthalten. 

Im dritten Fall schneiden die Parallelebenen nur die äußere 
Kugel, denn es ist gleichzeitig: 


9o> £ > 9i> £ > 

p ist in seinem Intervall beständig größer als e, daher Vs 2 — p 2 
durchaus imaginär und die Grenzen für r sind: 

0 < r < Vi — p 2 , 

wie im zweiten Integrale der vorigen Discussion. Wird wieder nach 
0 integrirt, so folgt: 

rg i rVi-v z 

(31) u = (6,-ö 0 )J J F(p* + r*. pp ) dprdr, 

±9q 0 

welcher Ausdruck unabhängig ist von e, da die bezügliche Kugel¬ 
fläche von keiner der Parallelebenen geschnitten wird. 


§. 4. 


Wären wir unter übrigens gleichen Umständen von folgendem 
allgemeineren Integrale ausgegangen: 


(32) 

u =JJj F (x^tf + * 2 . axJ r ßy+ 7 %, ■ ^^j^^r^^ yxdydt, 
so erhielten wir als Transformation: 


(33) 



-fr 2 , pp,tg0)äfprrfr*/0, 


die Integration nach 0 kann nun nicht vollzogen werden und an die 
Stelle der Gleichungen (29), (30), (31) treten die folgenden, 
welche wieder auf die in (27) unterschiedenen drei Fälle zu be¬ 
ziehen sind: 


Sitzb. d. mathem.-naturw. CI. LX1. B<l. II. Abth. 


8 
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(34) U=J J 

±^o y.z—p'i 


’ffi 

/ / F(p 2 -j- r 2 , pp, tg0)r/prrfr </0, 


-ff 


'Vi-p z 


tfr rVi-P % pö 1 


F(p 2 + r 2 , pp, tgd) dprdrdQ + 


±^0 ]/ e 2 _p 2 0 O 


(36) £7 s 


/ .FQt ? 2 +r 2 , pp,tg 6 )£?prrfrt?ö, 


/Vi rVi—P* /*0 

-J J J* 

± 9 o % 


rVi-p z /»01 

I I F(p 2 + pp, tg 6) dp rdr d0. 


Diese Resultate lassen sich noch wesentlich verallgemeinern, 
wenn man erstens in dem Integrale (32) neue Variabele einführend 

— — statt y, % setzt, unter a, b, c positive Constante ver- 

a b c 

standen und zweitens in den Gleichungen (32), (34), (35), (36) a, ß, y 
durch «a, bß , cy ersetzt. Hierdurch verwandelt sich U nach Multi¬ 
plication mit abc in: 


V = F h?+P+P» aa? + ft' + ^ 


bc jß(a 2 ai/— b 2 ßx) + *i(ci 2 <xz—c 2 7 #)} * 
ap(c 2 *jy —6 2 j3z) 


| dxdydz 


und hierin sind die Bedingungen der Integrationen: 


i* <$+&+$< 1 . 


V a* 1 1 c* ^ 

(38) )±g 0 p < «a? + ßy + 7 * < &P 

/ ^ 6 c {ß (a 2 ap — 6 2 /3,r) + 7 (a 2 <zz — c 2 7 #)} 

V 0 ^ ap (c z yy — b 2 ßz) 


(39) p = l/a 2 a 2 + 6 2 /3 2 4 - c 2 7 2 . 

Im geometrischen Sinne heißt dieses, die Integrationen sind 
auf alle Punkte ( xyz ) des Raumes auszudehnen, welche enthalten 
sind zwischen den concentrischen, ähnlichen und gleichliegenden 
Ellipsoiden: 
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(40) 


{X 1 4_ £. 4- ** \ 

]a 2 + 5 8+ c 2 ’ 


I*',/ , 2 

(a 2 + 6 2 ^ c 2 £ ’ 


zwischen den parallelen Ebenen: 


^ («^+ l% + 7* = Ö , if>> 

(«#+|3y + 7*=±0oP 

und zwischen den beiden durch den Ursprung gehenden Ebenen: 

.. n (6c(6 2 j3 2 -|-c 2 7 2 )(r+Äc(c7p^ 1 — abafi)y —«6(6/3^-|-aca 7 )£= 0 , 

^ (6c(6 2 j3 2 4-^ 2 7 2 )^+^(c7P^o— &b&ß)y —a6(öj3pf o +ac«7)2==0. 

Die Gleichung einer das erste Ellipsoid (40) berührenden 
Ebene, welche parallel zu den Grenzebenen (41) ist, lautet be¬ 
kanntlich : 

(43) <xx+ßy + yz=±p 


und die Coordinaten des Berührungspunktes sind: 


(44) 


a z a b % ß 

s,-±—. 



wobei sich die oberen und unteren Zeichen aufeinander beziehen. 
Diese Werthe statt x % y, % in die Gleichungen (42) gesetzt, leisten 
denselben Genüge, daher geht die Durchschnittsgerade der Ebenen 
(42) durch die Mittelpunkte aller elliptischen Schnitte, welche 
parallel zu den Grenzebenen (41) sind. 

Aut das Integrale V sind nun die Formeln (34), (35), (36) 
unmittelbar anzuwenden und zwar ist mit p aus (39) : 

(45) V=abc.U, 

die drei in U unterschiedenen Fälle entsprechen auch hier den Be¬ 
dingungen (27). Durch die auch hier geltende Voraussetzung (26) 
liegt das zweite Ellipsoid im Inneren des ersten. Im ersten Falle 
schneiden die Parallelebenen (41) beide EUipsoide; im zweiten Falle 
schneidet nur die zweite dieser Ebenen beide EUipsoide und im 
dritten Falle schneiden beide Ebenen (41) nur das erste Ellipsoid. 

8 * 
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§. s. 

Läßt man in dem Integrale V den dritten unter dem Functions¬ 
zeichen F stehenden Ausdruck weg, so kann in der auf p, r, Q 
bezüglichen Transformation nach 0 integrirt werden und man erhält 
nach dem Vorhergehenden leicht, wenn 

( 46 ) W=JJJf + fi + » ct-x + ßy -f 7zj dx dy dz 


gesetzt wird: 

f9i rVl—v z 

(47) W = abc (0j — 0 O )j J F (p 2 + r 2 , pp) dp r dr , 


*Vi—v % 

n 

±9o Fe 3 —p 2 

(48) 


r s rVi —p z rg t /»Fi—p 3 

W=abc(p x —0 O ) U JF(p 2 +r 2 ,pp)dprdr+J IF(p 2j rr 2 , pp) dprdr ), 

±0o Fe 2 —p 3 


'9i C F 1 —P 3 


/•Fi—p 2 

(49) «6c(0 A — 0 O )/ / F(p* + r* f pp) dprdr. 


±tfo 0 


wobei die Integrationsbedingungen (38) unverändert giltig bleiben, 
p den Werth aus (39) hat und die drei Voraussetzungen (27) der 
Ordnung nach den drei Werthen von W entsprechen. 

Setzt man in (46) speciell die Function F= 1, so geht W 
über in das Volumen eines Körpers, welcher begrenzt wird von den 
beiden concentrischen, ähnlichen und gleichliegenden Ellipsoiden 
(40), von den Parallelebenen (41) und von den beiden durch den 
Mittelpunkt der Ellipsoide gehenden Ebenen (42), von welchen wir 
oben nachgewiesen haben, daß ihre Durchschnittslinie durch den 
Berührungspunkt einer das erste Ellipsoid tangirenden Ebene geht, 
welche parallel zu den Grenzebenen (41) ist. 

In diesem Falle sind die Integrationen in (47), (48), (49) nach 
und nach ausführbar und wenn S das gedachte Volumen bezeichnet, 
so wird entsprechend den drei Voraussetzungen (27): 
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(50) S t = i abc (6, — 0 O ) (1 - £*) (g { + g 0 ), 

(51) 5, = I« 6 c( 0 - 0 O ){(1 -c’)( S + </ 0 )+( ö - 1 -e)-i(^-c3)j, 

(52) S 3 = i abc(O t - 0 O ) { 9i - \g\ + (g 0 - ~gl)\. 

Fig. 2 , 3, 4 zeigen die verschiedenen Begrenzungen der durch 
diese drei Formeln bestimmten Räume. 


Fig. 2. 


Fig. 3. 



Fig. 4. 



Für 0 1 = 2tt, 0 o = 0 gibt die letzte 
derselben den Inhalt einer Schichte 
des ersten Ellipsoides, zwischen den 
parallelen Ebenen (41). 

Wird noch g x = i, g 0 = g gesetzt 
g < 1 , so geht die erste der Ebenen 
(41) in eine berührende Ebene über 
und man erhält: 

(53) S = ^rabc(2 +3 g± g d ) 9 

o 6 " 


als Inhalt des Segmentes, welches die Ebene: 
(54) a.x + ßy + 7 « = + gp. 
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von dem Ellipsoid : 
(40) 


x z y z z 2 
+ ¥ + ? = 


abschneidet. Dabei gelten die unteren Zeichen, wenn S jenes Segment 
bezeichnet, welches den Mittelpunkt des Ellipsoides enthält. 

Die Größe g in der Gleichung (54), durch welche S bestimmt 
wird, kann offenbar auch aufgefaßt werden als Verhältniß der Ent¬ 
fernungen der schneidenden Ebene und einer parallelen tangirenden 
Ebene (43) vom Mittelpunkt der Fläche. 

Die Bedingung g < 1 ist zugleich das analytische Kennzeichen, 
daß die Ebene das Ellipsoid schneidet. 

Die Ebene (54) ist offenbar eine tangirende Ebene des 
Ellipsoides: 


(55) 


a 2 ' 6 2 c 2 


und da der Ausdruck für S nur von g abhängt, von a, ]3, 7 aber un¬ 
abhängig ist, so hat das Segment 5 für alle solche Berüh¬ 
rungsebenen denselben Inhalt. 

Dieses letzte Resultat stimmt mit den Ergebnissen überein, 
welche wir 1857 in Grunert's Archiv (Thl. 28, p. 52) über die 
Segmente des Ellipsoides und des zweitheiligen Hyperboloides auf 
ganz anderem Wege entwickelt haben 1 ). 

Die durch die Gleichungen (1) bewirkte Transformation des 
Integrales (14) leistet, wie die Gleichung (18) zeigt, für drei Ver¬ 
änderliche x, y, z denselben Dienst, wie jene bekannte von Euler 
herrührende mit # = rcosö, y = rsinö für zwei und hiermit ist 
zugleich der Weg angedeutet für die einer größeren Anzahl von 
Variabelen entsprechenden Substitutionen. 

Die vorhergehende Untersuchung zeigt, daß zur vollständigen 
Bestimmung des dreifachen Integrals auch drei sich nicht gänzlich 
widersprechende Bedingungen nothwendig sind und es ist leicht 
zu erweisen, daß zur Auswerthung eines mehrfachen Integrales über- 


D S. a. Sitzungsberichte, Bd. LX, II. Ahlh. p. 631. 
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haupt so viele sich nicht vollständig widersprechende Bedingungen 
einzuführen sind, als Variabele in demselben Vorkommen. 

Werden weniger Bedingungen eingeführt, so kann das mehr¬ 
fache Integrale zuweilen einen bestimmten Werth erlangen, welcher 
aber ebenso einem speciellen Falle zu vergleichen ist, wie die Ober¬ 
fläche des ganzen Ellipsoides gegenüber der Begrenzung der in 
Fig. 2, 3, 4 dargestellten Räume. 

Hiermit sind zu vergleichen die Arbeiten von E. Catalan, 
A. Cayley (Journal de Liouville, 1843, T. VIII, p. 239, 1848, 
T. XIII, p. 245), 0. Schl ömilch (Sitzungsberichte der kön. sächs. 
Gesellschaft der Wissenschaften 1857, Compendium der h. Analysis 
1866, Bd. II, p. 469, 30), 33), 35)) und A. Genocchi (Annali 
di scienze mat. 1857, T. VIII, p. 284). 



